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Resume 

Je rappelle les divers problemes de geometrie enumerative reelle desquels j'ai 
pu extraire des invariants a valeurs entieres, fournissant un pendant reel aux in- 
variants de Gromov-Witten. Je discute I'optimalite des bornes inferieures fournies 
par ces invariants ainsi que certaines de leurs proprietes arithmetiques. Je presente 
enfin davantage de resultats garantissant la presence ou I'absence de disques pseudo- 
holomorphes a bord dans une sous-variete lagrangienne d'une variete symplectique 
donnee. 

Introduction 

Le nombre de racines complexes d'un polynome gcncrique a une variable de dcgre 
d ne depend pas du choix du polynome et vaut d, tandis que lorsque ce polynome est 
a coefficients reels, le nombre de ses racines reelles pent prendre toutes les valeurs de 
meme parite que d comprises entre et d. Ceci tient au fait que le corps des nombres 
complexes est algebriqucmcnt clos au contraire du corps des nombres reels. Bien plus 
generalement, le nombre de solutions d'un <« systeme de n equations generiques »sur une 
variete projective complexe lisse de dimension n ne depend que du degre de ces equations, 
alors qu'il depend fortement du choix, meme generique, de ces equations lorsqu'elles sont 
a coefficients reels et considerees sur le lieu reel d'une variete algebrique reelle. (En fait 
d'equations, il conviendrait plutot de parler de sections generiques de n fibres en droites 
holomorphes disons tres amples). Chaque probleme de geometrie enumerative reelle pent en 
principe s'interpreter de ccttc manicrc. La variete projective reelle est I'espace des modules 
des objets geometriques que Ton veut compter ct les equations proviennent des conditions 
d'incidences que Ton impose a ces objets. 

Le principal phenomene presente dans cet article de synthese est le suivant : il est par- 
fois possible de compter ces objets geometriques reels en fonction d'un signe ± de maniere 
a extraire un entier independant du choix generique des conditions d'incidence. Dans le 
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premier paragraphe, nous observons ce phenomene en comptant les courbes J-holomorphes 
rationnelles reelles dans une variete symplectique reelle de dimension quatre en fixant leur 
classe d'homologie et leur imposant de passer par un nombre adequat de points reels ou 
bien complexes conjugues. Nous utilisons en effet le langage de la geometrie symplectique 
pour etudier ces problemes enumeratifs, tenant compte des resultats de M. Gromov [9] 
selon lesquels le caractere algebrique des varietes ne joue aucun role dans ces problemes 
enumeratifs, seule I'ellipticite de I'operateur de Cauchy-Riemann sous-jacent intervient. Les 
entiers que Ton extrait de ce probleme enumeratif fournissent un invariant par deformation 
des varietes symplectiques reelles de dimension quatre (X, cj, cx), qui prend la forme d'une 
fonction x '■ d E H2{X;Z) i— )■ x'^[T] G Z[Ti, . . . ,Tn] oil N designe le nombre de compo- 
santes connexes du lieu reel MX de la variete. On definit des invariants analogues pour les 
varietes symplectiques <k fortement semipositives », par exemple positives, dans le troisieme 
paragraphe et en incluant des conditions de tangence a une courbe reelle dans le deuxieme. 
Ces derniers resultats s'appliquent en particulier a un probleme classique de geometrie 
enumerative, le comptage des coniques tangentes a cinq coniques generiques donnees. Le 
nombre de solutions complexes vaut 3264, un resultat etabli par de Joncquieres au milieu 
du dix-neuvieme siecle. On montre que le nombre de solutions reelles se trouve minore 
par trente-deux lorsque les coniques reelles bordent cinq disques disjoints par exemple. En 
effet, la valeur absolue des invariants entiers que Ton introduit dans ce memoire borne 
inferieurement le nombre de solutions reelles du probleme enumeratif que I'on considere. 

Un deuxieme phenomene apparait dans cet article, I'optimalite de ces bornes inferieures. 
On montre en effet dans le premier paragraphe que dans le cas des varietes symplectiques 
reelles de dimension quatre, lorsque le lieu reel possede une sphere, un tore ou bien, sous des 
conditions plus restrictives, un plan projectif reel et lorsqu'au plus un point est choisi reel et 
dans cette composante, il existe une structure presque complexe generique J pour laquelle 
le nombre de courbes J-holomorphes rationnelles reelles satisfaisant nos conditions d'inci- 
dence vaut exactement la valeur absolue de notre invariant, ceci quelle que soit la classe 
d'homologie de ces courbes rationnelles. Ce resultat vaut egalement pour la quadrique el- 
lipsoide de dimension trois, comme etabli dans le troisieme paragraphe. Cette optimalite 
est etablie a I'aide de methodes issues de la theorie symplectique des champs, methodes 
qui nous permettent egalement parfois de calculer le signe de notre invariant, d'etablir des 
congruences satisfaites par ce dernier ainsi que de fournir des formules le calculant dans 
certains cas, calculs que Ton mene explicitement en bas degres. Tons ces resultats font 
I'objet du premier paragraphe de cet article. En utilisant la notion d'involution antibira- 
tionnelle sur une variete symplectique de dimension quatre, on montre de la meme maniere 
dans le quatrieme paragraphe I'existence de disques J-holomorphes a bords dans le tore 
de Clifford et satisfaisant des conditions d'incidences ponctuelles. Dans le cas d'une sphere 
lagrangienne dans une variete symplectique negative ou nulle, on montre au contraire dans 
ce meme paragraphe, pour tout E > 0, I'existence de structures presque-complexes J pour 
lesquelles aucun disque ou membrane J-holomorphe d'energie inferieure k E ne repose sur 
cette sphere, un resultat analogue a nos resultats d'optimalites puisqu'on atteint ainsi le 
minimum possible du nombre de disques ou membranes J-holomorphes. Remarquons a 
propos que I'obtention d'invariants entiers ou rationnels a partir du comptage des disques 



2 



J-holomophes a bords dans une sous-variete lagrangienne est un probleme classique de 
geometrie symplectique (et de la theorie des cordes ouvertes en physique theorique) pour 
lequel peu de solutions existent. Notre approche en fournit une lorsque la lagrangienne est 
fixee par une involution antiholomorphe. Remarquons egalement que I'absence de disques 
J-holomorphes pour certaines structures permet de definir I'homologie de Floer pour des 
spheres lagrangiennes dans les varietes symplectiques a premiere classe de Chern nuUe, un 
autre probleme classique de geometrie symplectique (et de symetrie miroir en physique 
theorique). 

Le present article est largement issu de mon memoire d'habilitation a diriger des re- 
cherches, laquelle fut soutenue a I'Ecole normale superieure de Lyon en mars 2008. 
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de la recherche pour leurs soutiens sans lesquels je n'aurais pu realiser ces travaux. 

1 Invariants enumeratifs des varietes symplectiques 
reelles de dimension quatre 

1.1 Definition des invariants 

Soit {X, u, cx) une variete symplectique reelle fermee de dimension quatre, par quoi on 
entend une variete symplectique fermee de dimension quatre (X, u) equipcc d'unc involu- 
tion Cx satisfaisant la relation c*xU} = —cu. Le lieu fixe MX de cette involution est suppose 
ici non-vide, c'est le lieu reel de la variete, lequel a la propriete d'etre lagrangien. Ses com- 
posantes connexes sont etiquetees (RX)i, . . . , (RX)7v- On note J^^ I'espace des structures 
presque-complexes cj-positives de (X, u) de classe C^, / 3> 1 et MJ^ C le sous-espace des 
structures J qui rendent I'involution cx J-antiholomorphe. Ce sont tous deux des varietes 
de Banach separables non-vides et contractiles. 

Soit d e H2{X;Z) une classe d'homologie satisfaisant la relation {cx)*d — —d et 
J e une structure presque-complexe generique. Les courbes J-holomorphes ration- 
nelles reelles homologues a d, c'est-a-dire les spheres J-holomorphes invariantes par cx et 
homologues a d, torment alors un espace de dimension Ci{X)d — 1, on Ci(X) designe la 
premiere classe de Chern de la variete (X, cj). Nous supposons cette dimension positive ou 
nuUe, puisque le cas contraire signifie que I'espace en question est vide, puis faisons chuter 
cette dimension a zero en imposant quelques contraintes a ces courbes, a savoir de passer 
par une collection x de Ci{X)d — 1 points distincts. Ces derniers peuvent etre choisis reels, 
c'est-a-dire fixes par cx, ou bien complexes conjugues, c'est-a-dire echanges par cx nous 
noterons le nombre de points reels choisis dans (]RX)j, i G {1, . . . , N}, et rx le nombre 
de paires de points complexes conjugues, de sorte que 2rx + X^^li^^i = ci{X)d — 1. L'en- 
semble TZd{x, J) des courbes J-holomorphes rationnelles reelles homologues a d qui satis- 
font ces contraintes supplcmcntaircs est fini. Ces courbes sont de plus toutes irreductibles, 
immergees et n'ont que des points doubles transverses comme singularites. Remarquons 
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que le cardinal -Rd(x, J) = i^TZdix, J) depend en general des choix auxiliaires de la struc- 
ture presque complexe et de la configuration de points, essentiellement parce que le corps 
des reels n'est pas algebriquement clos. Nous allons montrer qu'il en devient independant 
lorsque I'on compte ces courbes en fonction d'un signe convenablement clioisi. 

Soit C e 7ld{x,J), le nombre total de points doubles de C se calcule par la formule 
d'adjonction et vaut 6 = ^{d^ — ci{X)d + 2). Les points doubles reels de C sont de deux 
natures differentes. lis peuvent etre I'intersection locale de deux branches reelles ou bien 
I'intersection locale de deux branches complexes conjuguees. Ces points doubles reels sont 
dits non-isoles dans le premier cas et isoles dans le second 




Point double reel non isole 



Point double reel isole 



Notons m(C) le nombre de points doubles reels isoles de C, c'est la masse de C ; elle 
est majoree par 6. Pour tout entier m compris entre et 6, on note nd(m) le nombre de 
courbes C G TZd{x, J) de masse m. Posons finalement 

s 

m=0 

our = (ri, . . . ,rAr). 

Theoreme 1.1 ( |23] . [25j) Soient {X^u^cx) une variete symplectique reelle fermee de 
dimension quatre, N le nombre de composantes connexes de son lieu reel et d E H2{X; Z) 
satisfaisant ci{X)d > 0. Soient x G X une configuration reelle de Ci{X)d — 1 points 
distincts et r = (ri, . . . ,rjv) le N-uplet associe. L'entier Xrfe J) independant du choix 
de x et du choix generique de J G MJ^. 



Le Theoreme 



1.1 



permet de noter cet entier xt sans ambigui'te. Lorsque X]j=i '"j P^s la 
meme parite que Ci{X)d — 1, on pose xf = 0- On note alors x'^[T] la fonction generatrice 
EpiS''"' xiT' e Z[Ti, ...,TN],ohr = . . . T;,^ et |r| = ri + ■ ■ ■ + r^v- Cette fonction 
est de meme parite que ci{X)d — 1 et tons ses monomes ne dependent en fait que d'une 
indeterminee. En effet, la partie reelle d'une sphere holomorphe reelle etant connexe, I'in- 
variant xf est contraint de s'annuler lorsque les points reels de x ne sont pas tons choisis 
dans une meme composante L du lieu reel. On adoptera la notation xt{L) pour indiquer 
que les |r| points reels sont choisis dans L. On renvoie le lecteur a p5] pour une etude de 
la dependance de xf en fonction de r. 
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Ainsi, la fonction x : (i G H2{X; Z) i— )• x'^[T] G Z[Ti, . . . , Tat] ne depend que de la variete 
symplectique reelle fermee de dimension quatre (X, u,cx) et est invariante par deformation 
de cette derniere. Ceci signifie que si Ut est une famille continue de formes symplectiques 
satisfaisant c*xUJt = —<^t, alors la fonction x est la meme pour tons les triplets {X,ijjt,cx)- 
Existe-t-il des invariants enumeratifs analogues a ceux qui ressortent du Theoreme en 
genre quelconque, en dimension quelconque et avec des conditions d'incidence quelconques ? 
Nous n'avons que des debuts de reponses a ces questions. 



1.2 Bornes inferieures et optimalite 

Le nombre Rd{x, J) de courbes J-liolomorphes rationnelles reelles homologues a d qui 
contiennent I'ensemble x de points que I'on s'est donne se retrouve ainsi borne inferieurement 
par la valeur absolue de I'invariant xf- Ce nombre est par ailleurs toujours majore par le 
nombre total de courbes J-holomorphes rationnelles homologues k d et contenant x, lequel 
nombre Nd ne depend ni de J generique, ni de a; ; c'est un invariant de Gromov-Witten de 
genre zero de la variete {X,uj). Ainsi, 

Corollaire 1 ([25j) Sous les hypotheses du Theoreme \l . 1\ I'encadrement 

IXrl < Rd{^. J) < Nd 
vaut pour tout choix de x et tout choix generique de J E MjT^. □ 

Les bornes inferieures apparaissant dans ce Corollaire [T] se trouvent etre parfois opti- 
males. Cest-a-dire qu'il est parfois possible d'exhiber une configuration x et une struc- 
ture generique J G MJL telles que toutes les courbes J-holomorphes rationnelles reelles 
comptees par xf le sont en fonction d'un unique et meme signe. Nous presentons dans 
ce paragraphe les situations dans lesquelles nous avons ete en mesure de montrer cette 
optimalite. 

Theoreme 1.2 (|29]. [30j) Soit {X,u,cx) une variete symplectique reelle fermee de di- 
mension quatre et soit d G H2{X\'L) une classe d'homologie satisfaisant {cx)*d = —d. 
Supposons que le lieu reel de cette variete possede une sphere ou un plan projectif reel L. 
Dans ce dernier cas, supposons que {X,uj,cx) est elle-meme symplectomorphe au plan 
projectif complexe eclate en six boules complexes conjuguees au maximum. Les bornes 
inferieures apparues dans le Corollaire [I] sont sous ces hypotheses optimales des que < 
r < 1. Le signe de I'invariant xf{L) est en outre dans ce cas determine par I'inegalite 



Remarque 1 La derniere partie du Theoreme |i.^| signifie que le signe du coefficient de 
plus has degre du polynome x'^iT) introduit au paragraphe 1.1 s'interprete comme la parite 
du genre lisse de la classe d. Le fait que ce signe puisse etre negatif en degres congrus a 
trois ou quatre modulo quatre dans le plan projectif complexe met en defaut la Conjecture 
6 de m. 
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Corollaire 2 ([30j) Soit d une classe d'homologie de dimension deux du plan projectif 
complexe ou de la quadrique ellipsoide et < r < 1. Les homes inferieures ^ sont 
atteintes pour la structure complexe standard lorsque les points complexes conjugues sont 
choisis tres proches d'une conique imaginaire pure dans le premier cas et d'une section 
hyperplane reelle disjointe de L dans le second. □ 

Theoreme 1.3 ([30]) Soit {X, u, cx) une variete symplectique reelle fermee de dimension 
quatre dont le lieu reel possede un tore L et soit d G H2{X]7j) une classe d'homologie 
satisfaisant {cx)*d = —d. Les homes inferieures du Corollaire [7] sont optimales lorsque 
r = 1. Lorsque le lieu reel est connexe -reduit au tore L-, I'invariant xfiL) est en outre 
positif. Dans le cas general, le signe de I'invariant xi{L) est determine par I'inegalite 
(— 1) 2('^^~'^i('''^)°'+2);i^<^(L) > lorsque le lieu reel des courhes rationnelles ne s'annule pas 
dans ifi(L;Z/2Z), tandis qu'il est determine par I'inegalite (— 1) 2('^^~'=i(^)"'+2)-i^^(2,) < g 
lorsque ce dernier s'annule. 

Remarque 2 Dans le cas particulier de la quadrique hyperholoide, la positivite de Xi{L) 
avait ete ohservee dans '^1 41 par d'autres methodes. 

De savoir si les bornes superieures apparues dans le Corollaire [T] sont optimales est un 
probleme classique de geometrie enumerative reelle pour lequel on ne salt presque rien. Le 
seule chose que je puisse signaler est le critere suivant. 

Corollaire 3 ([25j) Sous les hypotheses du Theoreme \ supposons que xt est positif 
(resp. negatif). Supposons qu'il existe une configuration reelle de points x et une structure 
generique J G M.J'^ telles qu'il existe ^{N^ — \xi\) courhes J -holomorphes rationnelles 
reelles de masses impaires (resp. paires) homologues a d et passant par x. Alors, toutes les 
courhes J -holomorphes rationnelles homologues a d et passant par x sont reelles, de sorte 
que les homes superieures du Corollaire [I] sont optimales. □ 

Les bornes inferieures fournies par ces invariants sont-elles optimales en general? La 
question se pose deja dans le cas du plan projectif (ou de I'espace projectif de dimension 



trois, voir le ^3.1 ). 



1.3 Congruences 

Etant donnee une classe d'homologie d G H2{X; Z) d'une variete symplectique reelle de 
dimension quatre {X,u,cx), nous noterons gd = ^{d"^ — ci{X)d + 2) le genre hsse de d et 



Cd = ci{X)d — 1 le degre attendu du polynome x \T) defini au ^1.1 



Theoreme 1.4 (| |30] ) Soit (X, w, cx) une variete symplectique reelle fermee de dimension 
quatre dont le lieu reel possede une composante connexe L homeomorphe a une sphere. 
Soient d G H2{X] Z) et r E N. Lorsque 2r + 1 < Cd, la puissance 22^^'i~'^^~^') divise xf{L). 

Exemple : 
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Le Theoreme |1.4| s'applique a Fellipsoide de dimension deux lorsque d est un multiple 
positif, disons 6 > 0, d'une section plane reelle. Dans ce cas, q = 45 — 1 et = 5^ — 25+1 = 
(5 + 1 mod (2). Par consequent, 2'^^~^~^ divise xfi^) lorsque r < 26—1. Nous avons 
egalement montre dans [30] que 2^'^"'" divise xf{L) lorsque de plus r = 25 + 1 mod (4) 
ainsi que la congruence xtssiL) = mod (16). 

Theoreme 1.5 ([30]) Soit {X,ijj,cx) une variete symplectomorphe au plan pro jectif com- 
plexe eclate en six boules complexes conjuguees au maximum. Soit d e H2{X] Z) une classe 
satisfaisant q = ci{X)d— 1 > et soient r,rx des entiers naturels satisfaisant la relation 
r + 2rx = Cd- Lorsque r + 1 < rx, la puissance 2'''^~^~^ divise xi{L). 

Exemple : 



Le Theoreme |1.5| s'applique au plan projectif complexe oii d est un multiple positif, 
disons 5 > 0, d'une droite complexe. Dans ce cas, Sa^^^''^^) divise xt lorsque r + 1 < 5. 
Nous avons egalement montre dans [30] que 22(3<5-3r— i) (jjvise y^'j^ lorsque de plus r = 5 + 1 
mod (4) et xi-i = mod (64). 

1.4 Calculs 



L'invariant xt Qui ressort du Theoreme 1.1 fut rapidement estime apres que je I'ai 



introduit. G. Mikhalkin a propose dans [T6| un algorithme permettant, dans le cas des 
surfaces toriques reelles, le calcul de cet invariant lorsque le nombre r de points choisis 
reels est maximal. Cet algorithme a ete plus tard etendu par E. Shustin [20] pour un choix 
quelconque de points reels. II a ete utilise par I. Itenberg, V. Kharlamov et E. Shustin 
[121 pour estimer cet invariant, fournissant notamment la minoration xtd-i — 2*^' dans 
le cas du plan projectif, le calcul en degre inferieur ou egal a cinq, puis I'asymptotique 
log IXci(x)d-il ~ ^ogNd dans le cas des surfaces de Del Pezzo reelles X, voir [T^. Ces der- 
niers ont egalement plus recemment obtenu une formule de type Caporaso-Harris tropicale 
[TH] pour le calcul de xid-i dans le plan, apres que A. Gathmann et H. Markwig [8J ont 
obtenus cette formule pour le calcul tropical de A'^^. J. Solomon a egalement annonce une 
formule calculant ces invariants Xr dans le plan. E. Shustin [21] a adapte ces methodes 
tropicales pour obtenir des resultats analogues dans le cas de la quadrique ellipsoide. Les 
methodes de theorie symplectique des champs que j'ai pour ma part utilise ([29], [30]) m'ont 
egalement permis d'obtenir des formules de type Caporaso-Harris mais avec des conditions 
de tangence imaginaires conjuguees. Les invariants relatifs qui interviennent dans ces for- 



mules sont introduits au ^2.1.1 Je ne rappelle pas ici les formules generales qui se trouvent 



dans [30j, mais simplement quelques calculs explicites qui en decoulent facilement. 

Corollaire 4 ([30j) Soit {X,u,cx) une variete symplectomorphe au plan projectif com- 
plexe. Alors, x\T) = o{T^), x\T) = U + UT"^ + o{T^) , x%T) = 102AT + 153QT^ + o{T^) , 
X\T) = -14336 + 11776T2 + o{T^) et x^{T) = -280576T + o{T^). 

Remarquons que x^(T) = 2T^ + 4r^ + 8T® ; ce calcul de x'^iT) en degre trois et les 
phenomenes discutes ici s'obtiennent simplement en eclatant les neuf points base d'un pin- 
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ceau de cubiques planes et en calculant la caracteristique d'Euler du lieu reel de la surface 
obtenue, comme observe par V. Kliarlamov [15] deja dans les annees 90. Toutefois, meme 
I'existence d'une quartique rationnelle reelle plane passant par onze points reels en position 
generale n'etait pas connue avant I'introduction de ces invariants xt- Les valeurs explicites 
de Xr pour c? < 9 et tout r furent entre temps obtenues dans p] comme consequence d'une 
formule de type Caporaso-Harris tropicale. Ces resultats mirent en defaut la conjecture de 
monotonie de [H] , de sorte que la fonction r xt n'est en general ni positive, ni monotone. 

Corollaire 5 ( |30] ) Soit {X, u, cx) une variete symplectomorphe a la quadrique ellipsoi'de 
de dimension deux. On note h la classe d'une section plane reelle de bidegre (1, 1). Alors, 
X^'"{T) = 2T^ + AT^ + QT^, x^^iT) = IQT + 16T^ + o{T'^) , x^^{T) = -25QT + 320T'^ + o{T^) 
et x:'^{T) = 26880T + o(T2). 

Remarque 3 Cet invariant Xr P^ut se definir purement en termes de fractions rationnelles 
complexes. Lorsque r = Ad — l par exemple, il compte algebriquement le nombre de fractions 
rationnelles u = P jQ , P,Q E C[X] de degres d, modulo reparametrage par les homographies 
reelles de PG'L2(M), telles que I'image u{M.P^) interpole un ensemble donne generique de 
Ad — 1 points de la sphere de Riemann. Le signe en fonction duquel il convient de compter 
ces fractions rationnelles u est pair si u possede un nombre pair de points critiques dans 
chaque hemisphere CP^ \ M.P^ et impair sinon. II serait interessant d'etudier cet invariant 
de la quadrique ellipsoi'de en travaillant uniquement avec des fractions rationnelles. 

Quelle est I'asymptotique de I'invariant xt: r < 1, calcule ici? Nos formules calculent 
I'invariant en fonction d'une somme sur des arbres decores. Quels sont les arbres qui sont 
asymptotiquement dominants/negligeables ? De plus, dans le cas du plan projectif par 
exemple, lorsque r = 3d — 1, notre formule calcule I'invariant comme une somme sur 
des arbres dont certains contribuent positivement et d'autres negativement. Ceci garantit 
I'existence de structures presque-complexes pour lesquelles davantage de courbes ration- 
nelles reelles satisfont nos conditions d'incidences que le nombre impose par I'invariant 
xid-i- Combien de courbes reelles a-t-on ainsi construit ? Enfin, notre methode de calcul 
suivie dans la premiere section s'applique a toute variete symplectique de dimension quatre 
et calcule I'invariant x fonction d'invariants de Gromov-Witten de surfaces rationnelles 
relatifs a des courbes de carre —2 ou —4 lorsque L est une sphere ou un plan projectif 
reel. Que sait-on de ces invariants et qu'en deduire pour I'invariant x ? Cette direction de 
recherche reste a developper. Par ailleurs, j 'ignore dans quelles situations exactement il est 
possible de calculer I'invariant xf sn fonction d'invariants relatifs imaginaires. 

2 Invariants relatifs des varietes symplectiques reelles 
de dimension quatre 



Les invariants Xr introduits au ^1.1 sont definis par un comptage de courbes J-holomophes 



rationnelles reelles soumises a des conditions d'incidence ponctuelles. lis forment ainsi un 
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analogue reel aux invariants de Gromov-Witten de genre zero ponctuels. J'ai egalement 
defini de tels invariants en admettant que les courbes soient soumises a des conditions de 
tangence avec une courbe donnee, dans I'esprit de la theorie des invariants relatifs. Ces 
conditions de tangence peuvent etre reelles ou bien complexe conjuguees. Dans le cas de 
conditions reelles, je n'ai pu definir de tels invariants relatifs qu'en admettant une seule 
condition de tangence et encore m'a-t-il fallu faire intervenir plusieurs types de courbes sin- 
gulieres. J'expose ces resultats dans le §2.1.1[ J'ai pu en deduire des bornes inferieures pour 



le nombre de coniques reelles tangentes a cinq coniques donnees, un probleme classique de 
geometric enumerative. Dans le cas de conditions de tangence complexes conjuguees, la si- 
tuation est bien meilleure et de tels invariants peuvent s'obtenir avec les memes metliodes 
que celles utilisees au ^ LI Je n'ai en fait introduit et utilise ces invariants que dans des cas 
tres particuliers, en utilisant le langage de la theorie symplectique des champs. lis m'ont 



ete utiles pour mener les calculs presentes au ^1.4 J'expose ces resultats dans le {2.2 



2.1 Invariants relatifs reels 

2.1.1 Definition des invariants 

Soient {X.oj^cx) une variete symplectique reelle de dimension quatre, d G H2{X;Ij) 
une classe d'homologie telle que ci{X)d > 2 et x une configuration reelle de ci{X)d — 2 
points distincts. Comme au §1.1[ on note MXi, . . . , M.Xn les composantes connexes de MX 
et Ti le cardinal de x fl MXj, i G {1, . . . , N}. Soit B C MX une surface a bord lisse. En 
chaque point reel Xj de x, on choisit une droite vectorielle Tj dans le plan tangent Tj,^MX. 
Pour toute structure presque complexe J G M.J'^ suffisamment generique, on definit I'entier 
r^'^(J, x) comme la somme des nombres de courbes J-holomorphes rationnelles reelles qui 
realisent la classe d'homologie d, passent par la configuration x et qui proviennent des 
quatre families suivantes : 

- Les courbes tangentes au bord de B, elles sont comptees en fonction de leurs masses 
et de leur contact interieur ou exterieur a 5 au point de tangence. 

- Les courbes non-immergees, qui sont comptees en fonction de leurs masses et de la 
position du point de rebroussement par rapport a B. 

- Les courbes possedant une des droites Tj comme tangente, qui sont comptees en 
fonction de leurs masses et de la position du point Xi correspondant a Tj par rapport 
a B. 

- Les courbes reductibles, qui sont comptees en fonction de leurs masses et d'une mul- 
tiplicite qui est le nombre de points reels d'intersection entre les deux composantes 
irreductibles de la courbe, chacun de ces points devant etre compte positivement ou 
negativement selon qu'il est interieur ou exterieur a B. 

Ainsi, en notant respectivement Ta'n'^{J,x), Cusp'^{J,x), Tan'^{J,x) et 7led^{J,x) ces 
quatre ensembles finis de courbes J-holomorphes, I'entier r^'^(J, x) s'ecrit 
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J2 {-ir^^\C,B)- J2 (-l)'"^'^^multB(C). 

C(^UTan'l(J,x)UTan''{J,x)UCusp''{J,x) Ce7led'i{J,x) 

Dans cette somme, I'indice de contact {C,B) vaut —1 (resp. +1) si C G Tan'l{J,x) 
et M.C se trouve localement incluse dans (resp. en dehors de) B au voisinage du point de 
tangence y avec dB. Si C G Cusp^{J,x) (resp. C G Ta'n'^{J,x)), le point de rebroussement 
(resp. la droite Tj, i E I) est unique et I'indice de contact {C,B) vaut —1 si ce point 
se situe en-dehors de B et +1 sinon. Si C est reductible, elle n'a que deux composantes 
irreductibles Ci, C2, toutes deux reelles et 

multB(C)= Yl (^'^)' 

ymCinRC2 

ou {y, B) vaut —1 lorsque y est exterieur a i? et +1 s'il est interieur. 

Theoreme 2.1 (||28J) Soient {X,uj,cx) une variete symplectique reelle fermee de dimen- 
sion quatre et B G MX une surface a bord lisse. Soient N le nomhre de composantes 
connexes de MX et d E -f^2(X; Z) satisfaisant ci{X)d > 1, ci{X)d ^ 4. Soient xgX \ dB 
une configuration reelle de Ci{X)d—2 points distincts etr = (ri, . . . , r^v) le N-uplet associe, 
suppose non nul. L'entier T^'^{J,x) est independant du choix de x et du choix generique 
de J e MX- 



Le Theoreme 2.1 permet sans ambiguite de noter Tf'^ cet entier. Lorsque X]j=i '"j ^'^ P^s 
la meme parite que ci{X)d, on pose Tf'^ = 0. Comme au ^1.1, on note alors r'^'^[T] la 
fonction generatrice Yl'\r\=o'^ Tf'^T^ G Z[Ti, . . . ,T]\f]. Cette fonction est de meme parite 
que Ci{X)d et tous ses monomes ne dependent en fait que d'une indeterminee. 

Ainsi, la fonction : d e H2{X]Z) ^ L'^'^fT] G Z[Ti, . . . , T^v] ne depend que du 
quadruplet {X,oj,cx,B). Elle est en outre invariante par deformation de ce quadruplet au 
sens oil si Ut est une famille continue de formes symplectiques satisfaisant c*xCOt = —^t et 
Bt C MX une isotopie de surfaces compactes, alors cette fonction est la meme pour tout 
(X, ujt,cx,Bt). 

Remarquons qu'en particulier Tf'^{J,x) ne depend pas de la position relative de x par 
rapport a B, que FJ?'^ = _Yf'^^'^^ et que le cas particuher oil B est vide est admissible 
et fournit un invariant que I'on a prealablement introduit dans [27j. Montrer I'invariance 
de Tf''^{J,x) se trouve etre une etape importante dans la demonstration de I'invariance de 
r^'^(J,x). 



Theoreme 2.2 (| |28] ) Sous les hypotheses du Theoreme 2.1, si B est un disque, 2xf-i-i 



d,B 



Vf' — Tf'^ . Si de plus, {X,uj,cx) est symplectomorphe au plan projectif complexe, T 
— r^'''*, tandis que si elle est symplectomorphe a la quadrique hyperboloi'de de dimension 
deux, Tf'^ = 2xt+i-Tf'^. 
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Corollaire 6 ([28j) Sous les hypotheses du Theoreme 2.2, Xr+i = —^i = dans 
le cas du plan projectif complexe et Vf^ = 2xf+i, Tf''^ = dans le cas de la quadrique 
hyperholoide de dimension deux. □ 

2.1.2 Sur les 3264 coniques tangentes a cinq coniques generiques 



II est possible d'etendre les resultats du §2.1.1| a davantage de conditions de tan- 
gence avec le bord de 5, au moins dans le cas de coniques. J'ai illustre ce phenomene 
en m'interessant au probleme ancien du comptage du nombre de coniques tangentes a 
cinq coniques generiques donnees. Le nombre de solutions complexes est 3264 comme I'a 
demontre de Joncquieres en 1859 mais le nombre de solutions reelles depend du choix des 
cinq coniques generiques. Soient Bi, . . . ,3^ cinq disques plonges dans MP^ de sorte que 
leurs bords soient transverses deux a deux, et J G MjTL;. Notons le nombre de coniques 
J-holomorphes reelles qui sont soit : 

- irreductibles, tangentes a -Bi, . . . , -B5, et comptees positivement si elles sont tangentes 
interieurement a pour un nombre pair de?G{l,...,5}, negativement sinon. 

- reductibles, tangentes a quatre des cinq disques Bi, . . . , B^, et cliacune comptee en 
fonction de la parite du nombre de disques en lesquelles elle est tangente interieurement 
et de la position de son unique point singulier par rapport au cinquieme disque en 
lequel elle n'est pas tangente. 

Ainsi, en notant respectivement Con{J) et CoUrediJ) ces deux ensembles finis de co- 
niques J-holomorplies, on obtient 

r^(J)= {C,B)- Yl {C,B)mu\tB{C) eZ, 

CeCon{J) C&CorirediJ) 

Oil lorsque C G Con{J), Vindice de contact {C,B) vaut nf^]^(C, ; tandis que lorsque 
C G CoUrediJ) et zi, . . . , ^4 G {1, . . . , 5} sont les entiers tels que C soit tangent aux bords de 
. . . , Bi^, {C, B) = n|^]^(C, Bi.) et multB(C) = +1 si le point singulier de C appartient 
a i?,v et —1 sinon. 

Theoreme 2.3 ( |28] ) 1) Cet entierT^{J) ne depend pas du choix generique de la struc- 
ture presque-complexe J G MjT^ et est invariant par isotopie de B = BiU ■ ■ ■ U B^. 

2) Si 5i,...,i?5 sont cinq disques disjoints, alors = 272. // en est de mime si 
Bi, . . . ,B^ sont proches de cinq droites doubles generiques. 

Un disque est dit proche d'une droite double d'equation = s'il a une equation de 
la forme {y^ < e^x^ — 6} pour e et S petits. 
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Corollaire 7 (| |28] ) Si Ci, . . . , C5 sont cinq coniques dont la classe d'isotopie est donnee 



par la deuxieme partie du Theoreme 2^, alors le nombre de coniques reelles qui leur 
sont tangentes est minore par 32 independamment du choix de Ci,. . . ,0^ dans la classe 
d'isotopie. 

Demonstration : 

Le nombre de droites tangentes a deux coniques generiques vaut quatre, elles sont 
codees par les points d'intersection entre les deux coniques duales. Le nombre de coniques 
tangentes a quatre des cinq coniques Ci, . . . , C5 se trouve done majore par 240 = 5*3*4*4, 
de sorte que le resultat decoule de la definition de et de la deuxieme partie du Theoreme 

ESI □ 



Remarquons que le fait qu'il existe une configuration de cinq coniques reelles pour 
lesquelles les 3264 coniques tangentes a ces cinq coniques sont toutes reelles a ete etabli 
par F. Ronga, A. Tognoli et T. Vust [I9]. Le theoreme 2.1 montre la difficulte a definir 
des invariants relatifs avec conditions de tangence reelles. Dans le <« monde tropical », la 
situation est parfois bien meilleure, voir [13]. II en est de meme avec des conditions de 



tangence complexes conjuguees, voir le ^2.2 



2.2 Invariants relatifs imaginaires 

Soit L une sphere, un tore ou un espace projectif reel de dimension n = 2 ou 3. Le 
fibre cotangent de L est equipe de sa forme de Liouville A et de I'involution cl definie par 
{q,p) G T*L i-> (g, —p) G T*L. Cette derniere satisfait c^A = —A de sorte que {T*L, dX, cl) 
est une variete symplectique reelle. Soit g une metrique a courbure constante sur L, U*L 
I'ensemble des couples (g, p) G T*L tels que g{p, p) < 1 et S*L le bord de U*L. La restriction 
de A a S*L est une forme de contact et Ton note Rx le champ de Reeb associe. Le flot 
engendre par Rx n'est autre que le flot geodesique. Notons J'x I'espace des structures 
presque-complexes positives pour d\ et asymptotiquement cylindriques sur une structure 
CR de S*L. Plus precisement, le champ radial de T*L identifie le complement aire de la 
section nuUe avec la symplectisation (M x S*L,d{e'^X)) de {S*L,X). On note J'x I'espace 
des structures presque-complexes J positives pour dX, de classe C\ I ^ 1, qui satisfont 
J(J^) = Rx et preservent le noyau de A pour p 1 et qui enfin sont invariantes par 
translation par p au-dela d'un certain rang po- Nous notons alors MJTa C J7a le sous-espace 
des structures presque-complexes pour lesquelles cl est J-antiholomorphe. Ces espaces 
J'x et M.Jx sont tons deux des varietes de Banach separables non-vides et contractiles. 
Nous allons compter les courbes J-holomorphes rationnelles reelles pointees d'energie de 
Hofer finie proprement immergees dans T*L en fonction d'un signe ±1 de fagon a obtenir 
un invariant associe a T*L. Rappelons que d'apres le Theoreme 1.2 de [TT] et d'apres 
[5], ces courbes rationnelles pointees convergent en leurs pointes vers des orbites de Reeb 
parcourues un nombre entier de fois, que I'on appelle multiplicite. La dimension de I'espace 
des modules de telles courbes depend du nombre de pointes et des multiplicites associees. 
Afin d'obtenir un nombre fini de courbes, nous allons soumettre ces courbes a quelques 
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contraintes, soit en les forgant a converger vers des orbites de Reeb prescrites, soit en les 
forgant a passer par des points de L ou des paires de points complexes conjuguees de 
T*L\L. 

Soit Cj, i > 1, la suite d'entiers partout nulle sauf au z-eme rang oil elle vaut un. Soient 
a = ^jgj^* CdCi et (3 = f^'i-^^ deux suites d'entiers positifs qui s'annulent a partir 

d'un certain rang. Ces deux suites codent respectivement le nombre de paires d'orbites de 
Reeb complexes conjuguees limites prescrites et non prescrites de nos courbes, avec leur 
multiplicites z G N*. Le nombre de pointes de nos courbes vaut done 2v = 2 ^jgp^*(ai + 
et nous choisissons un ensemble T de ^jgj^* ca geodesiques fermees disjointes de L pour 
prescrire nos paires d'orbites de Reeb limites. A present, afin de fixer nos contraintes 
ponctuelles, soient r E N et xi, . . . ,Xr des points distincts de L. De meme, soient G N 
et ^1,^1, ... , ir^^irL paires distinctes de points complexes conjugues de T*L \ L, c'est- 
a-dire satisfaisant CL(^j) = ^j. Nous supposons que 

(n - l)r + 2{n - l)rL + 2{n - l)#r = 2v + e(n + A) + ^ - 3, (1) 

oil e = 2 si L est homeomorphe a une sphere et e = 1 si L est homeomorphe a un espace 
projectif reel, tandis que nous supposons 

{n-l)r + 2{n-l)rL = 2v + n-3et a = (2) 



si L est homeomorphe a un tore. 

Alors, lorsque la structure presque-complexe J G M.J'x est generique, il n'y a qu'un 
nombre fini de courbes J-holomorphes rationnelles reelles d'energie de Hofer finie, propre- 
ment immergees dans T*L et ayant 2v pointes qui passent par x, par chaque paire 
et qui convergent vers les orbites de Reeb relevant les elements de T ainsi que vers (3j autres 
paires d'orbites, j G N*, chacune avec multiplicite j ou de classe d'homologie donnee si L 
est un tore. En effet, si L est un tore, il y a une infinite de geodesiques fermees primitives 
non homologues et la dimension ^ ne depend pas du choix des classes d 'homologies de 
sorte qu'il y a une infinite d'espaces de modules ayant la meme dimension. Pour garantir 
la finitude, nous imposons les classes d'homologies des orbites de Reeb limites. Notons 
7l{a, /3,T,x,^, J) cet ensemble fini de courbes, la genericite de J garantit qu'elles sont 
toutes immergees. Si L est de dimension deux, on pose 

F^r,r,){a,(3,T,x,^,J) = Yl {-ir^""^ e Z. 

Si L est de dimension trois, on I'equipe d'une structure spin. Ceci permet d'associer un 
etat spinoriel sp(C) a chaque courbe C G 7l{a, (3,T,x,^, J) comme exphque au ^3.1 et on 
pose 

F(,,,,)(a,/3,r,x,e,J)= Yl sp(C)GZ. 

C£Tl(a,l3,r,x,i,J) 
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Theoreme 2.4 (| |30] ) Soit L une sphere, un tore ou un espace projectif reel de dimension 
n = 2 ou 3 muni d'une metrique d courhure constante. Soient a,P deux suites d'entiers 
positifs qui s'annulent d partir d'un certain rang. On choisit comme ci-dessus un ensemble 
r de geodesiques fermees et des ensembles x, ^ de r et points dans L et T*L \ L 
respectivement de sorte que ces nombres satisfassent ^ dans le cas du tore et ^ sinon. 
Lorsque n = 3, on suppose r et lorsque de plus L G {S^jMP^}, on suppose que J 
est invariante par le flot de Reeb pour p ^ 1. Alors, I'entier Z^; T, x, ^, J) defini 

ci-dessus ne depend ni du choix des contraintes r,a;, ni du choix generique de la structure 
presque-complexe J G MJTa- 



2.4 



L'entier F(r,rL)(Q^5 Z^; T, x, ^, J) etant independant de T,x,^,J d'apres le Theoreme 
nous le noterons F(^r,rL}{(^y P)- ^'^^ d'alleger encore cette notation, nous noterons cet entier 
F(q;,/3) lorsque = 0, puisque la valeur de r est alors definie sans ambiguite par les 
calculs de dimensions ([T]) et (|2]). Les Lemmes 2.5, 2.6 et 2.7 fournissent quelques calculs 



que Ton a pu mener. Les resultats du ^1.4 reposent sur ces calculs. 



Lemme 2.5 ([ i30j ) Si L est homeomorphe a une sphere de dimension deux et = 0, 
on a F(ei,0) = F(0,ei) = 1, F(e2,0) = 2, F(0, ea) = 8, F(2ei,0) = 2, F(ei,ei) = A et 
F(0,2ei) = 6. 

Lemme 2.6 ( |30] ) Si L est homeomorphe a un plan projectif reel et tl = 0, on a 
F(ei, 0) = F(0, ei) = F(e2, 0) = F(2ei, 0) = F(ei, ei) = F(0, 2ei) = 1 et F(0, e^) = 4. 

Lemme 2.7 ( |30] ) Si L est homeomorphe a un plan projectif reel et = 0, on a 
F(e3, 0) = 2, F(0, ea) = 12, F(ei + e^, 0) = 2, F(ei, e^) = 8, F(e2, ei) = 4, F(0, d + 62) = 
24, F(3ei, 0) = 2, F(2ei, d) = 4, F(ei, 2ei) = 6 et F(0, 3ei) = 8. 



Toutefois, la valeur de I'invariant F qui ressort du Theoreme 2.4 n'est pas connue en 



general. II serait interessant de developper des methodes permettant son calcul. 



3 Invariants en dimension six 

Nous exposons dans ce paragraphe les resultats analogues a ceux presentes au ^ que 
I'on a pu etablir en dimension six. 

3.1 Definition des invariants dans les varietes algebriques reelles 
convexes 

Rappelons qu'une variete projective lisse est dite convexe lorsque le groupe H^{CP^;u*TX) 
s'annule pour tout morphisme u : CP^ — )■ X. Les principaux exemples que je connaisse 
sont les espaces homogenes projectifs, citons les produits d'espaces projectifs, la quadrique 
de CP"^ ou encore la variete des drapeaux de C'^. II est a nouveau possible de definir 
un invariant en comptant algebriquement le nombre de courbes rationnelles reelles qui 
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realisent une classe d'homologie d donnee et passent par une configuration reelle de points 
X de cardinal ^Ci{X)d, oii Ci(X) designe la premiere classe de Cliern de la variete et 
Ci{X)d est suppose pair. Toutefois, le signe ±1 en fonction duquel il convient de compter 
les courbes rationnelles reelles est plus delicat a definir. Le lieu reel M.X = fixe(cx) de 
X est une variete lisse de dimension reelle trois que Ton suppose orientable pour simpli- 
fier. Munissons-la d'une orientation ainsi que d'une metrique riemannienne auxiliaire. Son 
S'03(]R)-fibre principal des reperes orthonormes directs s'etend alors en un Spin^-fLhie prin- 
cipal. En effet, I'obstruction a I'existence d'une telle extension est donnee en general par 
la classe caracteristique W2{^X) et cette obstruction s'annule en dimension trois comme 
il decoule de la formule de Wu. Lorsque la configuration reelle de points est suffisamment 
generique et possede au moins un point reel, d'une part les courbes rationnelles reelles qui 
passent par x et realisent d sont toutes immergees (meme lisses en general) et de partie 
reelle non vide, et d'autre part elle sont equilibrees. Ce dernier point signifie que le fibre 
normal de ces courbes se decompose sur C comme la somme directe de deux fibres en droite 
isomorphes L et M, fibres qui de plus peuvent etre choisis reels. Notons TZd{x) cet ensemble 
fini de courbes rationnelles reelles. Chaque lieu reel de ces courbes fournit done un nceud 
immerge dans la variete de dimension trois MX, et ce nceud est de plus canoniquement 
equipe d'un repere mobile ou plutot d'axes mobiles donnes par la tangente au nceud et les 
lieux reels des fibres en droites L et M (en fait, seule la classe d'homotopie de ces axes 
mobiles est canoniquement definie, puisque la decomposition du fibre normal en somme 
L (B M n'est pas uniquement definie, mais c'est amplement suffisant pour nos besoins). 
Lorsque les lieux reels de L et M sont orientables, c'est-a-dire lorsque ces fibres sont de 
degre pair, ces axes mobiles peuvent etre enricliis de reperes orthonormes. Ainsi, les nceuds 
definis par les courbes rationnelles reelles sont tons equipes de reperes orthonormes mobiles 
qui fournissent des lacets dans le S'Oa (]R)-fibre principal des reperes orthonormes, lacets qui 
relevent les nceuds de MX. Vient alors I'alternative suivante pour chaque lacet : soit ce lacet 
du 5'03(M)-fibre principal des reperes se releve en un lacet du Spin^-&OTe principal donne 
par la structure Spin s, soit non. Ceci permet de definir I'etat spinoriel sp{C) de chaque 
courbe rationnelle reelle C comme valant +1 dans le premier cas, et — 1 dans le second. 
Lorsque les lieux reels de L et M ne sont pas orientables, on modifie ces axes mobiles a 
I'aide d'un demi-tour a droite donne par I'orientation de MX, ce qui permet de se ramener 
au cas precedent et de definir I'etat spinoriel egalement dans ce cas. L'entier Xr'^l^i) n'est 
alors autre que le nombre de courbes rationnelles reelles qui realisent la classe d'homologie 
d et passent par x, ces courbes etant comptees en fonction de leur etat spinoriel, de sorte 
que 

Ce7^d(a;) 

On a note r = (ri, . . . ^r^) le X-uplet associe a x; c'est-a-dire que N designe le nombre 
de composantes connexes de MX et en notant (MX)i, . . . , (MX)jv ces composantes, rj = 
#(a;n(MX),). 

Theoreme 3.1 (| |26] ) Soient (X, cx) une variete algebrique reelle convexe lisse de di- 
mension trois et s une structure Spin^ sur son lieu reel MX suppose orientable. Soit 
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d G H2{X;'L) telle que Ci{X)d soit pair et different de quatre et soit kd = ^Ci{X)d E N*. 
Soient x = (xi, . . . ,Xkj) une configuration reelle de points distinct dont au moins un 
reel et r le N-uplet associe. L'entier Xr'^fe) depend alors pas du choix generique de x. 

Ce resultat est valable aussi pour les varietes dont le lieu reel n'est pas orientable, 
moyennant le choix d'une structure Pin^ sur le lieu reel ; I'invariant s'annule alors lorsque 
kd est pair, voir |26l. 



Le Theoreme 



3.1 



permet sans ambiguite de noter cet entier xf'^- Lorsque J2iLi^i ^'^ 
pas la meme parite que kd = ^Ci{X)d, on pose Xr'^ = 0. On note alors x'^'^f^] la fonction 
generatrice Yl\r\=(}Xr'^'^'' ^ '^[^i, ■ ■ ■ ,Tn]. Cette fonction est de meme parite que ^Ci{X)d 
et tons ses monomes ne dependent en fait que d'une indeterminee. 

Ainsi, la fonction : d G H2{X] Z) i— )■ x'^'^(T) G Z[T] est invariante par isomorphisme 
de la variete algebrique reelle convexe lisse de dimension trois (X, cx)- On en deduit a 
nouveau les bornes inferieures suivantes en geometric enumerative reelle. 



Corollaire 8 ([26j) Sous les hypotheses du Theoreme 3.1, notons Rd{x) le nomhre de 
courbe rationnelles reelles connexes homologues a d qui passent par x et Nd I'invariant de 
Gromov- Witten de genre zero associe. Alors, \xf^\ < Rd{x) ^ Nd- □ 

Finissons ce paragraphe par une interpretation topologique de nos resultats. Les sin- 
gularites de I'espace ]R^A^;,^(X) sont de codimension au moins deux, de sorte que cet espace 

possede une premiere classe de Stiefel- Whitney. Etant donne D G H-ika-iiRrJ^taiX)', Z/2Z), 
on note son image sous le morphisme Hska-i{^rMt (X); Z/2Z) H^RfMl (X); Z/2Z) 



Proposition 3.2 ([24]) La premiere classe de Stiefel- Whitney de toute composante RAi* 
de RrM-f^iX) qui contient une courbe equilibree s'ecrit 

Wi{RM*) = {RrCv'^ywiiRrX''^) + J2 <D)D^ G if^(MM*; Z/2Z), 

DC Red! 

oil e{D) G {0,1} et lorsque e{D) = 1, la composante irreductible D de Red se trouve 
contractee par I 'application d' evaluation R^-ev'^. □ 

On a note ici Red' la reunion du diviseur des courbes reductibles Red et de I'eventuel 
diviseur des courbes non-equilibrees (m, C, z) telles que dim if^(C; Nu®Oc{—z)) > 2, si un 
tel diviseur existe. On note Redi la reunion des composantes irreductibles D de Red' pour 
lesquelles e{D) = 1. En dimension deux, cet ensemble a ete determine dans [TH]. Equipons 
Rt-X'^'^ d'un systeme de coefficients tordus entiers Z et notons [M^-X*^'*] G H^kaC^rX'''^; Z) 
sa classe fondamentale. Notons Z* le systeme de coefficients locaux induit sur MA^*, tire 
en arriere de Z par R^-ev'^ . 



Proposition 3.3 ([24j) Sous les hypotheses de la Proposition 3.2, il existe une unique 



classe fondamentale [RAi*] G Hsk^i^-M* , Redi, Z*) telle qu'en toute courbe equilibree 
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{u,C,z) G MA^*, le morphisme 

iRrev% : H3kMM\RM* \ {{u^C, z)}; Z*) ^ /fsfc, (MrX'^^ M^X'^'' \ {uiz)};Z) 
envoie [RM*] sur sp{u,C, z)[RrX'''^]. □ 

Comme M^ef ''(Redi) est de codimension deux, le groupe i73fc^(MrX'^'', M^ef "^(Redi); Z) est 
cyclique, engendre par [M^X'^'*]. L'entier xf'^ n'est autre que celui defini par la relation 

{Rrev^)4RrMt^{X)] = xf''[^TX% on la classe fondamentale [RrMt^{X)] est donnee 
par la Proposition |3.3[ 



3.2 Extension aux varietes symplectiques reelles fortement semi- 
positives 



L'extension des resultats du ^3J^ aux varietes symplectiques n'est pas immediate, en 
partie parce-que le tlieroreme de Grotliendieck [10] selon lequel les fibres holomorphes 
sur la sphere de Riemann sont entierement decomposables n'est plus valable pour les fibres 
normaux des courbes pseudo-liolomorplies. Ces derniers sont des fibres vectoriels complexes 
munis d'un operateur de Caucliy-Riemann qui n'est que M-lineaire et non C-lineaire comme 
dans le cas de fibres holomophes. Ces premiers sont des perturbations d'ordre zero de ces 
derniers par des operateurs C-antilineaires et sont parfois appeles « operateurs de Caucliy- 
Riemann generalises ». J'ai etendu dans [21] la notion d'etat spinoriel pour un operateur 
de Caucliy-Riemann generalise surjectif. 

La strategie est la suivante. L'espace des operateurs de Caucliy-Riemann generalises 
reels sur un fibre vectoriel complexe reel donne est un espace de Banach affine, il contient 
les operateurs de Cauchy-Riemann C-lineaires comme sous-espace de Banach. Or chaque 
operateur de Cauchy-Riemann surjectif definit une structure de fibre vect oriel holomorphe 



equilibre et possede done un etat spinoriel d'apres les resultats du §3.1[ Etant donne un 
operateur de Cauchy-Riemann generalise surjectif, on le relie a operateur de Cauchy- 
Riemann surjectif par un chemin generique et on definit son etat spinoriel comme celui 
de I'operateur de Cauchy-Riemann si le chemin traverse un nombre pair de fois le mur des 
operateurs non-surjectifs et son oppose sinon. 

Soit alors {X,u,cx) une variete symplectique reelle fortement semi-positive de dimen- 
sion six, c'est-a-dire pour laquelle toute classe spherique d G H2{X;Z) positive contre uj 
satisfait I'implication ci{X)d > 2 — n =^ ci{X)d > 1. Les varietes symplectiques reelle 
positives, par exemple de Fano, satisfont cette condition. On suppose a nouveau pour sim- 
plifier le lieu reel de cette variete orientable et on I'equipe d'une structure spin s. Soit, 



comme au ^3.1, d G H2{X;Z) telle que {cx)*d = —d, ci{X)d soit pair et strictement plus 
grand que deux. Soient kd = ^Ci{X)d et x= (xi, . . . , XkJ G X'''^ une configuration reelle de 
kd points distincts, dont au moins un reel. Lorsque J G RJ'uj est suffisamment generique, il 
n'y a qu'un nombre fini de courbes J-holomorphes rationnelles reelles connexes homologues 
k d et contenant x. Ces courbes sont toutes irreductibles, lisses et de partie reelle non-vide. 
On note TZd{x, J) cet ensemble fini de courbes. Le fibre normal de chacune de ces courbes 
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C E 7ld{x, J) est equipe d'un operateur de Cauchy-Riemann generalise surjectif Dc qui 
possede done un etat spinoriel sp{C) d'apres ce qui precede. On pose 



Theoreme 3.4 ([24]) Soit {X,u,cx) une variete symplectique reelle fortement semi-positive 
de dimension six, de lieu reel orientahle muni d'une structure spin s. Soit d G H2{X;'L) 
telle que {cx)*d = —d, ci{X)d est pair et strictement plus grand que deux. Soient = 
^Ci{X)d et X une configuration reelle de points distincts, dont au moins un reel, et 
r = (ri, . . . ,r7v) le N-uplet associe. Alors, Ventier Xr^fe J) ne depend ni du choix de x, 
ni du choix generique de J E KjTL- 

Remarquons que ce resultat permet de noter sans ambigui'te I'invariant Xr'*? c'est un 
invariant par deformation fortement semipositive de {X,u,cx)- On en deduit les bornes 
inferieures suivantes. 



Corollaire 9 ([24j) Sous les hypotheses du Theoreme 3.4, \Xr\ — 'H^'^di.^, J) ^ pour tout 
choix de configuration reelle x G X^"^ telle que x fl MX = r, et tout choix generique de 
J G MX- □ 



Les invariants qui ressortent des Theoremes 1.1 et 3.1 ont ete interpretes par C.-H. 
Cho |5j et J. Solomon [22] • Leur appro che c onsiste a d'abord definir la classe fondamentale 
[MT-Mfe^(X)] donnee par la Proposition 3.3 en utilisant les travaux de K. Fukaya, Y.-G. Oh, 
H. Olita et K. Ono [6], [7], puis a en deduire I'existence des invariants grace a la relation 
entre classes fondamentales donnee a la suite de cette proposition. J. Solomon a etendu 
ces invariants aux courbes de genre strictement positifs mais de structure conforme fixee 
et aux varietes symplectiques de dimension six, notamment de Calabi-Yau. Dans le cas 
des quintiques de CP"^, I'invariant a ete calcule par R. Pandharipande, J. Solomon et J. 
Walcher E 



3.3 Optimalite, congruences et calculs dans le cas de I'ellipsoide 
de dimension trois 

Theoreme 3.5 ( |30j ) Soient {X,cx) la quadrique ellipsoide de dimension trois et d E 
H2{X;Ij) satisfaisant ci{X)d = 2 mod (4). L 'invariant xf est alors negatif et les bornes 
inferieures apparues dans le Corollaire [5| sont optimales, atteintes lorsque les conditions 
d'incidence non reelles sont choisies suffisamment proches d'une section hyperplane reelle 
disjointe du lieu reel MX. 

Remarque 4 La condition Ci{X)d = 2 mod (4) garantit la parite de Ventier k^ de sorte 
que Von peut effectivement choisir un point reel. Lorsque Ci{X)d = mod (4), et r = 0, 
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I'invariant xt n'est pas defini. Toutefois, on a montre dans ce cas la qu'il existe une struc- 
ture presque-complexe generique J G M.J'^ et points complexes conjugues pour lesquels 
aucune courbe J-holomorphe rationnelle reelle homologue a d contient ces kd points, voir 



le Theoreme 4-2 



Theoreme 3.6 ( |30] ) Soient {X,cx) la quadrique ellipsoide de dimension trois et d un 
multiple positif, disons 6 > 0, d'une section hyperplane reelle. Lorsque 6r + 1 < 36, la 
puissance 23'^'^"^^^ divise xf-- 

Corollaire 10 (||30]) Soit {X, u, cx) une variete symplectomorphe a la quadrique ellipsoide 
de dimension trois. Alors, Xi = Xi = xY' — —896. 

Dans le cas de I'espace projectif de dimension trois, une formule calculant xidi^^^) 
pour tout degre d est annoncee par E. Brugalle et G. Mikhalkin dans [1]. En particulier, 
Xio = 45 et XiA = —14589 alors qu'en degre pair, I'invariant s'annule pour des raisons de 
symetrie. 



4 Sur la presence et I'absence de membranes J-holomorphes 

4.1 Absence de membranes J-holomorphes 

Soit C une membrane J-liolomorplie a bord dans une sous- variete lagrangienne L d'une 
variete symplectique fermee {X, u). Notons x la caracteristique d'Euler de cette membrane, 
d G H2{X, L; Z) sa classe d'homologie relative et fixx ^ H'^i^, L; Z) la classe de Maslov de 
la paire {X, L). La dimension attendue de I'espace des deformations de C s'ecrit (/iTx, d) + 
{n — 3)x- Cette dimension chute lorsque Ton impose a C des contraintes supplementaires. 
Si Ton impose par exemple a cette membrane de rencontrer p cycles de codimensions 2 + 
gi, . . . , 2 + gp, cette dimension attendue chute de la somme q = qi + ■ ■ ■ + qp- Deux problemes 
generaux sous-tendent nos resultats. II s'agit d'une part de compter les membranes J- 
holomorphes homologues a d soumises a de telles conditions d'incidence de sorte que ce 
comptage ne depende pas de J et ne depende des conditions d'incidence qu'a homologie 
pres. II s'agit d'autre part de minimiser ce nombre de membranes. Si nous ne pouvons 
repondre au premier probleme dans ce degre de generalite, il nous est par contre parfois 
possible de repondre au second sans meme supposer I'egahte q = {fiTX,d) + (n — 3)x, 
lorsque le minimum en question est nul. Le present paragraphe est consacre aux resultats 
que I'on a pu obtenir dans cette direction. Ici encore le minimum est atteint en allongeant 
le cou d'une structure presque complexe generale. 

4.1.1 En dimension superieure 

Theoreme 4.1 ([30], [31]) Soit L une sphere lagrangienne dans une variete symplectique 
fermee {X,uj) satisfaisant Ci{X) = Xu, X < et soit E > 0. Supposons la dimension 
de X superieure a cinq. Pour toute structure presque-complexe J generale ayant un cou 
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suffisamment long au voisinage de L, cette variete ne possede ni membrane J -holomorphe 
reposant sur L ni courhe J -holomorphe rencontrant L qui soit d'energie inferieure d E. Ce 
resultat reste valable en dimension quatre pour les courbes ou membranes de genre nul. 

Rappelons que I'energie d'une courbe C est par definition I'integrale de la forme u sur 
cette courbe. Les varietes projectives a fibre canonique nul ou ample, par exemple les 
intersections completes de multidegres {di, . . . , d^) de I'espace proiectif de dimension des 
lors que Y^i=i — + 1, satisfont les hypotheses du Theoreme 



4.1[ Remarquons qu'une 
modification de ce dernier s'applique egalement aux varietes dont le fibre canonique est 
le produit d'un fibre ample et d'un fibre porte par un diviseur effectif disjoint de L. Le 



Theoreme |4.1| permet de definir la cohomologie de Floer de spheres lagrangiennes dans les 
varietes symplectiques dont la premiere classe de Chern s'annule, voir [31] et [6], [7] pour 
une theorie de I'obstruction a definir en general une telle homologie. 

Theoreme 4.2 ([30]) Soit L une sphere lagrangienne dans une variete symplectique fermee 
semipositive {X, u) de dimension 2n > 6 et soit d G H2{X, L; Z) . Ecrivons {firx, d) + {n — 
3)x = q + r avec gGZ, 0<r<2 + (?2 — 3)x et x < 2. Lorsque q > 0, choisissons p 
cycles de X \ L de codimensions 2 + qi, . . . ,2 + qp de sorte que q = qi + ■ ■ ■ + qp- Des 
que la structure presque complexe generale J possede un cou suffisamment long au voisi- 
nage de L, cette variete ne contient aucune membrane J -holomorphe homologue a d, de 
caracteristique dEulerx Qui rencontre cesp cycles et repose sur L. Ce resultat reste valable 
pour des membranes de genre nul lorsque n = 2. 

Exemple : la quadrique ellipsoide. 

Soit X la quadrique ellipsoide de dimension complexe n> 3 et H une section hyperplane 
disjointe de L. Le groupe H2{X, L;Z) est monogene, engendre par la classe do satisfaisant 
(if, (io) = +1. La premiere classe de Chern de X vaut nH, d'oii Ton deduit le ca lcul 
ifJ'TxJdo) = 2ln quel que soit I'entier /. Ecrivons I = {n — l)a + 6, le Theoreme 4.2 
s'applique par exemple lorsque n + 1 <2b < 2n, les membranes sont des disques et lorsque 



toutes les conditions d'incidence sont ponctuelles. Rappelons que le Theoreme |3.5| traite 
du cas r = n — 1 et montre ainsi en un sens I'optimalite des hypotheses faites dans ce 
Theoreme 14.21 



4.1.2 En dimension quatre 

Nous noterons A4g,b I'espace des modules des structures complexes de la surface com- 
pacte connexe orientee de genre g ayant b composantes de bord. 

Proposition 4.3 ([3QJ) Soit L une sphere lagrangienne dans une variete symplectique 
fermee de dimension quatre {X,u)). On suppose que cette derniere ne possede pas de sphere 
symplectique S satisfaisant (ci(X), [S]) > 0. Soit {d,g,b) G H2{X,L;Z) x N x N* et K 
un compact de Aig,b- Alors, pour toute structure presque-complexe generale ayant un cou 
suffisamment long au voisinage de L, la variete ne possede pas de membrane J -holomorphe 
homologue add bord dans L et conforme a un element de K. 
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Proposition 4.4 ([30j) Soit L une surface lagrangienne orientable hyperbolique dans une 
variete symplectique fermee de dimension quatre {X,uj) et soit d G H2{X^L\'L). On note 
^di^i J) nombre de courbes J-holomorphes homologues add bords dans L, de topologie 
et de structure conforme donnees et qui passent par une configuration x de points distincts 
de {X,u) de cardinal adequat, pour J G JTL generique. Ce nombre N^{x, J) s'annule pour 
toute structure presque-complexe generate ayant un cou suffisamment long au voisinage de 
L. 



Proposition 4.5 ([30j) Soit {X,u,cx) une variete symplectique reelle fermee de dimen- 
sion quatre dont le lieu reel possede un tore lagrangien ou bien une surface hyperbolique 
lagrangienne L, orientable ou non. On suppose que {X^uj^cx) ne possede pas de sphere 
symplectique reelle S satisfaisant (ci(X), [S]) > 1 si L est orientable et (ci(X), [S]) > 
sinon. Soit {d,g,b) G H2{X,L;7j) x N x N* et K un compact de M.g,b- Alors, pour toute 
structure presque-complexe generale ayant un cou suffisamment long au voisinage de L, 
la variete ne possede pas de membrane J-holomorphe homologue add bord dans L et 
conforme a un element de K . 



4.2 Presence de membranes J-holomorphes 



Les resultats presentes aux § § 1 . 1 1 et [3^1] permettent de garantir I'existence de disques J- 
holomorphes reposant sur une sous- variete lagrangienne d'une variete symplectique donnee, 
lorsque cette lagrangienne se trouve dans le lieu fixe d'une involution antisymplectique, la- 
quelle est J-antiliolomorphe et a condition que I'invariant que I'on a defini n'est pas nul. 
Nous souhaitons montrer ici qu'il est possible d'obtenir ces resultats pour une classe plus 
large de sous-variete lagrangiennes, en faisant intervenir la notion d'involutions antibira- 
tionnelles sur les varietes symplectiques. 



4.2.1 Involutions antibirationnelles des varietes symplectiques de dimension 
quatre 

Une involution cx de la variete symplectique de dimension quatre (X, uj) qui est definie 
en-dehors d'un nombre fini de points xi,...,Xk de X est dite antibirationnelle lorsqu'il 
existe un diagramme commutatif de la forme suivante : 

(Y,Jy) ^ {Y,Jy) 

IT ], I vr 

(X,Jx) ^ iX,Jx) 

oil Y est une variete compacte de dimension quatre obtenue a partir de X en realisant 
un nombre fini d'eclatements topologiques au-dessus des points Xj, z G {1, . . . , k}, Jx, Jy 
sont des structures presque-complexes lisses et cy une involution Jy-antiholomorphe sur Y 
toute entiere. De plus, Jx est supposee w-positive, cx est Jx-antiholomorphe sur son lieu 
de definition et vr est ( Jy, Jx)-holomorplie. 
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Les involutions antibirationnelles classiques sur les surfaces compactes de Kahler four- 
nissent des exemples de telles surfaces. Remarquons que pour tout i G {1, . . . , k}, 7r^^(xj) 
est un arbre de spheres Jy-holomorphes n'ayant que des points doubles transverses comme 
singularites. 

Lemme 4.6 Supposons que pour tout i G {1, . . . ,k} et toute composante irreductible C 
de I'arbre 7[~^{xi), cy(C) ne soit pas contractee par vr sur xi, . . . ,Xk- Alors, le diagramme 
ci-dessus est unique a equivalence pres, une fois donnee {X,u,cx)- 



Soient (X, cj, Jx, cx) satisfaisant les hypotheses du Lemme 4.6 et {Y, Jy, cy) la variete 
de dimension quatre associee. Soit y I'ensemble fini (uf^]^7r~-'^(xj)) ncy(ujL]^7r~-^(a;j)). L'in- 
volution antibirationnelle cx est dite simple lorsqu'elle satisfait les hypotheses du Lemme 
4.6 et lorsque y se trouve en-dehors des points doubles de uf^]^7r^^(xj). 



Lemme 4.7 Soit cx une involution antibirationnelle simple de {X,uj) et (F, Cy) la variete 



de dimension quatre donnee par le Lemme 4-6 Alors, la deux-forme Uy = it*ui — {Tcocy)*ui 



est fermee et non-degeneree en tout point de Y \ y. Elle est egalement non-degeneree en 
tout point d'intersection transverse de ( uf^^ 7r~^(a;i)) fl cy ( uf!^]^ Tx^^{xi)) C y. 

Une telle deux-forme qui n'a qu'un nombre fini de noyaux de dimension deux sera dite 
quasi- symplectique. Remarquons qu'en particulier, lorsque I'intersection ( U^L^^ 7r~^(xj)) fl 
cy( U*L]^ 7r~^(xj)) est transverse, la deux-forme uy est symplectique. 

La structure presque-complexe Jy est cjy-positive dans le sens que pour tons y E Y 
et f G TyY \ {0}, soit v et Jy{v) engendrent le noyau de ujy\y, soit ujy{v, Jy{y)) > 0. 
Notons J'l^Y I'espace des structures presque-complexes de classe C' qui sont wy-positives. 
Si J G JLy, alors Cy(J) = —dcy o J o dcy appartient egalement a J'^^. Notons le 
lieu fixe de cette action de Z/2Z sur J'^^. 

Lemme 4.8 Soient cx une involution antibirationnelle simple sur {X,u) et (y, cy,a;y) la 



variete de dimension quatre donnee par les Lemmes 4-6, 4-1 U existe Jq G MjTLy tel que 
ijjy{Jo,Jo) = uy et gy = uy{.,Jo) soit un deux-tenseur symetrique positif sur Y, defini 
en-dehors de y. 



Pour tout voisinage U de y et tout Jq G MjTLy donne par le Lemme 4.9, notons JT"^ 



'ojy 

(resp. MJ"^"^") le sous-espace des J G J'^jy (resp. J G MJLy) telles que J = Jq sur U. 



Lemme 4.9 Pour tous U, Jq, I'espace JT^"^" est une variete de Banach separable non-vide 
et contractile. Le 
et contractiles .n 



' OJy 

et contractile. Le sous-espace MJ^"^" en est une sous-variete de Banach separable non-vide 



Remarque 5 La deux-forme tt*u est limite d'une suite de formes symplectiques surY ob- 
tenues apres un nombre fini d'eclatements de boules symplectiques dont les rayons convergent 
vers zero. Par suite, la deux-forme uy est limite d'une suite de formes symplectiques 
{ujY)nm- Alors, J G est Uy -positif pour n assez grand, principalement parce-que les 
noyaux de uy deviennent symplectiques pour Uy- 
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4.2.2 Invariants enumeratifs des involutions antibirationnelles simples 



Soient cx une involution antibirationnelle simple sur (X, et Xi, . . . , G X les points 
oil elle n'est pas definie. Soit (F, cjy, cy) la variete quasi-symplectique de dimension quatre 

Soient vr la projection Y ^ X et y I'ensemble fini ( U*L]^ 
. Soit MY le lieu fixe de cy, on etiquette ses composantes 



4.7 



associee, voir le Lemme 

Tl-\xi)) n Cy( 7r-l| 

connexes (]RF)i, . . . , (]RF)7v. Remarquons que la courbe ( n~^{xi)) Ucy ( U*L;^ n'^^Xij) 
n'intersecte Wf qu'en un nombre fini de points, de sorte qu'elle ne deconnecte aucune des 
courbes z G {1, . . . , X}. Soient dy G H2{Y; Z) tel que {cY)*dY = —dy, Ci{Y)dy > 

et y = {yi, . . . ?/ci(y)dy-i) une configuration reelle de ci(Y)dy — 1 points distinct de F \ 
(uf=i7r-i(xi)Ucy(uf=i7r-^(xi))). Pour tout i G {1,. . . ,X}, notons Vi = i^{yn{RY)i) puis 



(ri, . . . , ttv). Soient U, voisinage de ?/ et Jo G MJLy donnes par le Lemme 4.9 Alors, des 



que U est suffisamment petit, pour tout J G RJ^''^'' generique, il n'y a qu'un nombre fini de 



courbes J-holomorphes rationnelles reelles homologue a dy dans Y qui contiennent y. Ces 
courbes sont toutes irreductibles, immergees et n'ont que des points doubles transverses 
comme singularites. Le nombre total de leurs points doubles vaut 6y = ^{dy — Ci(Y)dy + 2) . 
Pour tout entier m compris entre et 5y, notons Ufiim) le nombre de ces courbe qui sont 
de masse m. On pose alors 

xtny,j,u,Jo) = Y,i-^rM^)- 

m=0 



Theoreme 4.10 L'entier XriUi J-, U, Jo) ne depend pas des choix de y, J, U et Jq. □ 



Remarquons que l'entier Xr^ fourni par le Theoreme 4.10 est un invariant par deformation 



du triplet (X, a;,cx), puisque le triplet {Y,ujy,cy) lui est canoniquement associe. 

4.2.3 Exemple : les tores isotopes au tore de Clifford 

Soient a,b E M."^ et T^^;, C CP^ le tore lagrangien defini par les equations |x| = a, 
\y\ = b dans les coordonnees affines {x,y) G (C)^ C CP^. Ce tore est le lieu fixe de I'in- 
volution antibirationnelle de Cremona c"''' : (x, y, z) G CP^ \ {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} i-;- 
{a?yz, b'^xz,xy) G CP^. Cette involution antibirationnelle c"''', a, 6 G M!^, est simple. En ef- 
fet, soit Y le plan projectif eclate aux trois points (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) et tt : F — )■ CP^ 
la projection associee. L'involution c"''' se releve en une involution antiholomorphe Cy^ 
definie partout, soit une structure reelle. Cette derniere envoie les trois diviseurs excep- 
tionnels sur les transformees strictes des cotes du triangle (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), d'oii 



la simplicite de c°' . Ainsi, le Theoreme 4.10 s'applique et fournit des invariants Xr P^^ 



deformation du triplet (CP^, cu, c"'''). Le deuxieme groupe d'homologie de Y est engendre 
par une droite generique et les diviseurs exceptionnels Ei, . . . E^, de nos eclatements. La 
classe d'homologie dy de nos courbes rationnelles reelles de Y est determinee par quatre 
entiers d,di, . . . ,ds satisfaisant la relation d = di + d2 + d^. Si Ton contracte -Ei, . . . -E3, ces 
courbes se contractent sur des courbes rationnelles de degre d du plan qui ont un point de 
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multiplicite di, d2, ds en (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) respectivement. Ces courbes rationnelles 
immergees ont en outre la propriete de rencontrer le tore en une collection de points 
isoles et en un cercle immerge, elles consistent en fait en une paire de disques J-holomorphes 
qui reposent sur et sont eclianges par c"'^. Si Ton contracte plutot un diviseur excep- 
tionnel, disons E^, ainsi que son image sous Cy^, alors on obtient des courbes rationnelles 
de bidegre (c?i + ^3,^2 + d^) sur I'liyperboloide quadrique (CP^ x CP\ conj x conj), qui 
ont une paire de points de multiplicite d^ en deux points complexes conjugues, a savoir 
les points 011 E3 et son image se contractent. Lorsque c/s = ou 1, cet invariant xf^ vaut 
I'invariant correspondant dans I'liyperboloide quadrique (CP^ x CP^, conj x conj), a savoir 
^id.i,d2) ^(di+i,d2+i) 2;ggpg(;;|;iYg]2ient. Dcs cstimatlous de ces derniers se trouvent dans |12j . 

Corollaire 11 Soient r,s,d tels que r+2s = 2d~l et supposons donnee une collection 
de r points distincts dans C CP^, a, 6 e ainsi qu'une collection de s paires dis- 
tinctes de points dans CP^ \ {Ta^ U {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}) echangees par Vinvolution 
antibirationnelle c"'*. Alors, pour tous di, d2, ds eN tels que d = di+d2+d3, ily a au moins 
\xt^ \ paires de disques Jx-holoraorphes reposant sur Ta,b, echanges par c""'^, passant par les 
r points donnes et intersectant chacune des s paires de points complexes conjugues, des lors 
que Jx se releve en une structure Jy appartenant a I'un des MjT^"^" donne par le Lemme 



4-9 La reunion de ces deux disques dans chacune de ces paires forme une courbe ration- 
nelle plane de degre d ayant un point de multiplicite di, d2, d^ en (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) 
respectivement. □ 

Remarquons que des invariants enumeratifs portant sur des disques a bords dans le tore 
de Clifford ont ete obtenus par P. Biran et O. Cornea Les disques holomorphes a bords 
dans le tores de Clifford ont par ailleurs ete etudies par C.-H. Clio dans sa these en termes 
de produits de Blasclike. En ce qui concerne nos resultats presentes dans ce paragraphe 



4.2, il reste a s'affranchir de la notion de simplicite (des involutions antibirationnelles). 
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